
ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
28 сiчня – 29 сiчня 2012 року, м.Львiв

7 клас
1. У продавця є по 5 гирьок вагою 252 г, 380 г i 693 г. Чи можна за одне
зважування на шалькових терезах без подiлок вiдважити 2012 г сипучого
товару? Вiдповiдь обгрунтувати.
2. Знайдiть всi такi цiлi числа x i простi числа p, для яких виконується
рiвнiсть

x4 − 2012 · x+ p = 0.

3. Сума декiлькох додатних чисел дорiвнює 1. Чи може сума їх квадратiв

бути меншою за
1

2012
?

4. Для кожного значення a розв’язати рiвняння

2011 · |x− 2012|+ a · |2012− x| = 1.

5. Пiд час свята мiста мiж собою змагались двi команди по 1006 учасни-
кiв у кожнiй — команда гостей мiста i команда господарiв. На команду
переможницю очiкував приз у виглядi 1006 бiльших шматкiв великого
торта, розрiзаного на 2011 шматкiв, серед яких нема двох з однаковою
вагою. Проте змагання закiнчилось внiчию. Чи можна один з шматкiв
торта роздiлити на два так, щоб з утворених 2012 шматкiв можна було
утворити два однакових за вагою призи по 1006 шматкiв торта у кожно-
му? Вiдповiдь обгрунтувати.
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
28 сiчня – 29 сiчня 2012 року, м.Львiв

8 клас
1. Сума декiлькох додатних чисел дорiвнює 2012. Чи може сума їх ква-

дратiв бути меншою за
1

2012
?

2. У чотирикутнику ABCD (AD ∥ BC) на основi вiдзначили точку L,
а на основi AD точки K ̸= M так, що пiдряд йдуть A,K,M,D. Пiсля
цього з чотирикутника вирiзали трикутники BKL, CML. Обчислити
площу фiгури, що залишилась, якщо AD = 503, а вiдстань мiж AD i BC
дорiвнює h = 8.

3. Знайти всi натуральнi числа A, чотири останнi цифри яких A =
. . . 2012, а сума квадратiв його цифр: а) не бiльша за A ; б) не менша
за A.

4. Для кожного значення a розв’язати рiвняння

2011 · |x− 2012|+ a · |2012− x| = 1.

5. Для яких натуральних значень n виконуються нерiвностi
√
n ≤

√
2011 +

√
2012 ≤

√
n+ 1.
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
28 сiчня – 29 сiчня 2012 року, м.Львiв

9 клас
1. Знайти всi дiйснi значення x, для яких виконується нерiвнiсть

|2x− 2012| < |x− 1|+ |x− 2011|.

2. Квадратний тричлен f(x) = x2+ bx+ c має два дiйснi коренi, вiдстань
мiж якими бiльша за 2011. Довести, що рiвняння

f(x+ 1) + f(x+ 2012) = 0

має два рiзних дiйсних коренi.
3. Знайти всi такi натуральнi числа n, що

√
2011 ≤

√
n+

√
n+ 1 ≤

√
2012.

4. В залежностi вiд параметра a розв’язати рiвняння

(a2 + 2011)x+ 1

x− 1
=

a(1 + 2012x)

x− 1
.

5. З точки P, розташованої зовнi кута ]A, проведено до цього кута двi
сiчнi прямi. Одна з цих прямих вiдтинає на сторонах кута два однако-
вих вiдрiзки AB = AC, а iнша перетинає цi вiдрiзки у точках D, M,

вiдповiдно. Довести, що
BD

CM
=

PD

PM
.
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
28 сiчня – 29 сiчня 2012 року, м.Львiв

10 клас
1. Для додатних дiйсних x, y, z доведiть нерiвнiсть

x2 + yz

x(y + z)
+

y2 + xz

y(x+ z)
+

z2 + xy

z(x+ y)
≥ 3.

2. Бiсектриси AA1 i BB1 трикутника ABC дiляться точкою перетину O
на пропорцiйнi вiдрiзки AO : OA1 = BO : OB1. Довести, що — ∆ABC
рiвнобедрений.
3. Всi цiлi числа довiльно розбили на двi групи. Довести, що принайм-
нi в однiй з цих груп iснують три числа, якi утворюють арифметичну
прогресiю.
4. Знайти всi пари цiлих чисел (x, y) таких, що

(x2 + 3x+ 3)2 + (y2 − y + 1)2 = 2012.

Вiдповiдь обгрунтувати.
5. Знайти всi трiйки чисел x1, x2, x3 таких, що

x1 + x2 + x3 = 2012,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = −1,

x1x2x3 = −2012.
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
28 сiчня – 29 сiчня 2012 року, м.Львiв

11 клас
1. Знайти всi пари цiлих чисел (x, y) таких, що

(x2 + 3x+ 5)2 + (y2 − 3y + 5)2 = 2012.

Вiдповiдь обгрунтувати.
2. В основi чотирикутної пiрамiди лежить ромб з кутом 60◦ при вершинi
A, а ii бiчне ребро, проведене з цiєї вершини, дорiвнює сторонi ромба.
Довести, що з решти бiчних ребер можна побудувати прямокутний три-
кутник.
3. Яке число бiльше 482012 чи 18 · 37043 ? Вiдповiдь обгрунтувати.
4. Розв’язати нерiвнiсть

log4−x2(3− x) ≤ log4−x2(x2 + 3x− 2).

5. Чи iснує зростаюча арифметична прогресiя , сума членiв якої дорiвнює

2012, а сума квадратiв її членiв менша за
1

2012
? Вiдповiдь обгрунтувати.

6. Розв’язати нерiвнiсть

4 sin 3x− 6 sin 2x · cos x+ 4 sinx− cos 2x− 1 ≥ 0.
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